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Gdzie zastosowania?

o Katastrofy naturalne
Na przyktad ocena ryzyka wystapienia ekstremalnych opadéw i
zwigzanego z tym ryzyka powodzi lub chocby przecigzenia
systeméw burzowych i kanalizacyjnych.
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Gdzie zastosowania?

o Katastrofy naturalne
Na przyktad ocena ryzyka wystapienia ekstremalnych opadéw i
zwigzanego z tym ryzyka powodzi lub chocby przecigzenia
systemoéw burzowych i kanalizacyjnych.

o Ubezpieczenia
Szacowanie ryzyka wystapienia szczegélnie wysokich roszczen i
szacowanie poziomu wymaganych rezerw. Temat jest aktualny
w zwigzku z wdrazaniem dyrektywy Solvency II.
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w zwigzku z wdrazaniem dyrektywy Solvency II.

o Inwestycje
Zarzadzanie ryzykiem strat.
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Gdzie zastosowania?

o Katastrofy naturalne
Na przyktad ocena ryzyka wystapienia ekstremalnych opadéw i
zwigzanego z tym ryzyka powodzi lub chocby przecigzenia
systemoéw burzowych i kanalizacyjnych.

o Ubezpieczenia
Szacowanie ryzyka wystapienia szczegélnie wysokich roszczen i
szacowanie poziomu wymaganych rezerw. Temat jest aktualny
w zwigzku z wdrazaniem dyrektywy Solvency II.

o Inwestycje
Zarzadzanie ryzykiem strat.

o Logistyka
Szacowanie poziomu zapaséw. (Tak naprawde zdatem sobie
sprawe z tego stuchajac jednego z referatéw w czasie
Innovation@Amazon. Amazon to bardzo ciekawy przypadek!)
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Przyktad z ksiazki S. Coles, s. 9
— opady dzienne w potudniowo
wschodniej Anglii w latach 1914- .
62. 1
Estymacja prawdopodobienstwa i
wystapienia ekstremalnych war- &1
tosci czyli estymacja ogona roz-
ktadu jest trudna.
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Przyktad z ksiazki S. Coles, s. 9
— opady dzienne w potudniowo
wschodniej Anglii w latach 1914- .
62. 1

Estymacja prawdopodobienstwa i
wystapienia ekstremalnych war-  #
tosci czyli estymacja ogona roz-
ktadu jest trudna. W wm me we

e Standardowe metody parametryczne (MLE, metoda
momentéw) dobrze wyestymuja ciato rozkfadu, ogon zwykle
bardzo stabo (mato danych, duza dysproporcja). | trzeba
zatozy¢ jakis ksztatt rozkladu!
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Przyktad z ksiazki S. Coles, s. 9
— opady dzienne w potudniowo
wschodniej Anglii w latach 1914- .
62. 1

Estymacja prawdopodobienstwa i
wystapienia ekstremalnych war-  #
tosci czyli estymacja ogona roz-
ktadu jest trudna. W wm me we

e Standardowe metody parametryczne (MLE, metoda
momentéw) dobrze wyestymuja ciato rozkfadu, ogon zwykle
bardzo stabo (mato danych, duza dysproporcja). | trzeba
zatozy¢ jakis ksztatt rozkladu!

o Empiryczna estymacja kwantyli ma taki problem, ze
prawdopodobiefstwo wystapienia wartosci wiekszych niz
zaobserwowane maksimum wynosi zero. To nie jest dobrze!
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@ Szukamy innego podejscia bardziej powigzanego z ogonem
bazowego rozktadu, mozliwie bez zalozen o szczegétowym
ksztatcie.
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@ Szukamy innego podejscia bardziej powigzanego z ogonem
bazowego rozktadu, mozliwie bez zalozen o szczegétowym
ksztatcie.

e Oszacujemy prawdopodobienstwo katastrofy w ciagu pewnego
okresu czasu, na przykfad wystapienia wyjatkowo duzego
opadu deszczu w ciagu roku.
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@ Szukamy innego podejscia bardziej powigzanego z ogonem
bazowego rozktadu, mozliwie bez zalozen o szczegétowym
ksztatcie.

e Oszacujemy prawdopodobienstwo katastrofy w ciagu pewnego
okresu czasu, na przykfad wystapienia wyjatkowo duzego
opadu deszczu w ciagu roku.

o Katastrofa wystapi gdy w ciggu tego czasu pewna wielkos¢
przynajmniej raz przekroczy krytyczny poziom.
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@ Szukamy innego podejscia bardziej powigzanego z ogonem
bazowego rozktadu, mozliwie bez zalozen o szczegétowym
ksztatcie.

e Oszacujemy prawdopodobienstwo katastrofy w ciagu pewnego
okresu czasu, na przykfad wystapienia wyjatkowo duzego
opadu deszczu w ciagu roku.

o Katastrofa wystapi gdy w ciggu tego czasu pewna wielkos¢
przynajmniej raz przekroczy krytyczny poziom.

@ X1, Xo, ... X, — niezalezne zmienne losowe o jednakowym
rozktadzie Fx(x) = P(X < x) (dystrybuanta, ang. cumulative
distribution function)
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ksztatcie.

e Oszacujemy prawdopodobienstwo katastrofy w ciagu pewnego
okresu czasu, na przykfad wystapienia wyjatkowo duzego
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rozktadzie Fx(x) = P(X < x) (dystrybuanta, ang. cumulative
distribution function)

o Na przyktad: X; — opad dzienny, n = 365.
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@ Szukamy innego podejscia bardziej powigzanego z ogonem
bazowego rozktadu, mozliwie bez zalozen o szczegétowym
ksztatcie.

e Oszacujemy prawdopodobienstwo katastrofy w ciagu pewnego
okresu czasu, na przykfad wystapienia wyjatkowo duzego
opadu deszczu w ciagu roku.

o Katastrofa wystapi gdy w ciggu tego czasu pewna wielkos¢
przynajmniej raz przekroczy krytyczny poziom.

@ X1, Xo, ... X, — niezalezne zmienne losowe o jednakowym
rozktadzie Fx(x) = P(X < x) (dystrybuanta, ang. cumulative
distribution function)

o Na przyktad: X; — opad dzienny, n = 365.
(] Mn = max(Xl,Xg, e Xn)
@ Interesuje nas estymacja dystrybuanty Fp,(x) = P(M, < x)
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e 6 6 o

Szukamy innego podejscia bardziej powigzanego z ogonem
bazowego rozktadu, mozliwie bez zalozen o szczegétowym
ksztatcie.

Oszacujemy prawdopodobienstwo katastrofy w ciggu pewnego
okresu czasu, na przykfad wystapienia wyjatkowo duzego
opadu deszczu w ciagu roku.

Katastrofa wystapi gdy w ciggu tego czasu pewna wielkos¢
przynajmniej raz przekroczy krytyczny poziom.

X1, Xo, ... X, — niezalezne zmienne losowe o jednakowym
rozktadzie Fx(x) = P(X < x) (dystrybuanta, ang. cumulative
distribution function)

Na przyktad: X; — opad dzienny, n = 365.
Mn = max(Xl, Xg, e Xn)
Interesuje nas estymacja dystrybuanty Fy,(x) = P(M, < x)

Jak to sie zachowuje gdy n rosnie? Jakis rozktad graniczny?
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Przeciez to banalnel

e max(X1, Xa,... X,) < x wtedy i tylko wtedy, gdy X; < x i
Xo < x i tak dalej, i w koAcu X, < x
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Przeciez to banalnel

e max(X1, Xa,... X,) < x wtedy i tylko wtedy, gdy X; < x i
Xo < x i tak dalej, i w koAcu X, < x

o czyli Fpy,(x) = Fx(x) - Fx(x)--- Fx(x) = (Fx(x))"
(Zatozylismy ze wszystkie X; maja ten sam rozktad i przede
wszystkim niezaleznos¢! Czyli prawdopodobienstwa sie mnoza.)
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Przeciez to banalnel

e max(X1, Xa,... X,) < x wtedy i tylko wtedy, gdy X; < x i
Xo < x i tak dalej, i w koAcu X, < x
o czyli Fpy,(x) = Fx(x) - Fx(x)--- Fx(x) = (Fx(x))"
(Zatozylismy ze wszystkie X; maja ten sam rozktad i przede
wszystkim niezaleznos¢! Czyli prawdopodobienstwa sie mnoza.)
e W takim razie, jesli Fx(x) < 1ldlax < xpi Fx(x)=1dla
X 2 Xp, to

lim Fp,(x) =

n—oo

0 dlax<xp
1 dla x > xg.
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Przeciez to banalnel

e max(X1, Xa,... X,) < x wtedy i tylko wtedy, gdy X; < x i
Xo < x i tak dalej, i w koAcu X, < x
o czyli Fpy,(x) = Fx(x) - Fx(x)--- Fx(x) = (Fx(x))"
(Zatozylismy ze wszystkie X; maja ten sam rozktad i przede
wszystkim niezaleznos¢! Czyli prawdopodobienstwa sie mnoza.)
e W takim razie, jesli Fx(x) < 1ldlax < xpi Fx(x)=1dla
X 2 Xp, to

lim Fp,(x) =

n—oo

0 dlax<xp
1 dla x > xg.

e Ups! Zginelismy w osobliwosci!
(Jesli rozktad X nie jest ograniczony i stosownego xo nie ma,
to jest jeszcze gorzej — osobliwos¢ ucieka do nieskonczonosci.)

@ ... czy to jest caty czas ten sam problem?

Krzysztof Czarnowski EVT czyli teoria katastrof



Normalizacja durniu! Normalizacja!

o Gdzies to juz widzielismy. ..
@ Jesli S, = Xy + Xo + -+ X, to S, tez zwykle ,uciekaja do
nieskonczonosci'.
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Normalizacja durniu! Normalizacja!

o Gdzies to juz widzielismy. ..
@ Jesli S, = Xy + Xo + -+ X, to S, tez zwykle ,uciekaja do
nieskonczonosci'.

@ Sytuacje ratuje normalizacja!

S
=
no
(p i 0> — érednia i wariancja rozktadu X)
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Normalizacja durniu! Normalizacja!

o Gdzies to juz widzielismy. ..

@ Jesli S, = Xy + Xo + -+ X, to S, tez zwykle ,uciekaja do
nieskonczonosci”.

@ Sytuacje ratuje normalizacja!

S*ZSn_n:u'

n
no?

i 02 — érednia i wariancja rozktadu X
1

e Woéwczas ciag S;; ma rozktad graniczny N(0,1).

Krzysztof Czarnowski EVT czyli teoria katastrof



Normalizacja durniu! Normalizacja!

Gdzies to juz widzielismy. . .
Jesli S, = X1 + Xo +--- + X, to S, tez zwykle ,,uciekaja do
nieskonczonosci'.

@ Sytuacje ratuje normalizacja!
S* — Sn — np
" no?

(p i 0> — érednia i wariancja rozktadu X)

Woéwczas ciag S ma rozktad graniczny N(0, 1).

W przypadku maksiméw normalizacja nie jest tak oczywista
jak dla sum. ..
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Fisher-Tipett (1928), Gnedenko (1948)

Maksimum z prébki niezalez-
nych zmiennych losowych po
odpowiedniej normalizacji moze
zbiega¢ wedtug rozktadu tylko
do jednego z trzech rozkfa-
déw: Weibulla, Gumbela lub
Frecheta.

Leonard Tipett, 1902-1985
angielski statystyk

Boris Gniedenko, 1912-1995
radziecki matematyk

Ronald Fisher, 1890-1962
angielski statystyk i biolog
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Twierdzenie

Jesli istnieja ciagi liczb a, i b, takie, ze a, > 0 oraz
znormalizowany ciag maksiméw
Mn - bn

dp

M: =

n

jest zbiezny (wedtug rozktadu), czyli istnieje niezdegenerowana
dystrybuanta H(x) taka, ze

nll_)rT;OP(Mn < x) = H(x),

to H nalezy do jednej z trzech rodzin dystrybuant:

Weibulla, Gumbela lub Frecheta
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GEV, Generalized Extreme Value distribution

Rozktady Weibulla, Gumbela i Frecheta mozna zebra¢ w
uogollniony rozktad wartosci ekstremalych

Ho(x) = exp (— exp <—)?L>) dla £=0,

oraz

AN Vi
Hf(x)_exp<—(1+§.xa'u> ) dla £€#0

+

& < 0 — rozktad Weibulla

& > 0 — rozktad Frecheta
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@ Pozornie koniecznos¢ normalizacji maksiméw jest
problemem. . .
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@ Pozornie koniecznos¢ normalizacji maksiméw jest
problemem. . .

o ... ale dla danego n state normalizacyjne a, i b, mozna
wchiona¢ w i o, ktére i tak trzeba estymowac!
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@ Pozornie koniecznos¢ normalizacji maksiméw jest
problemem. . .

o ... ale dla danego n state normalizacyjne a, i b, mozna
wchiona¢ w i o, ktére i tak trzeba estymowac!

e Zatem jesli tylko M}; ma rozktad zblizony do GEV, to rozktfad
M,, tez mozemy przybliza¢ przy pomocy GEV tylko o innych
parametrach (parametr ksztattu £ jest ten sam!).
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@ Pozornie koniecznos¢ normalizacji maksiméw jest
problemem. . .

o ... ale dla danego n state normalizacyjne a, i b, mozna
wchiona¢ w i o, ktére i tak trzeba estymowac!

e Zatem jesli tylko M}; ma rozktad zblizony do GEV, to rozktfad
M,, tez mozemy przybliza¢ przy pomocy GEV tylko o innych
parametrach (parametr ksztattu £ jest ten sam!).

(Tyle tylko, ze w przypadku M} to jest ten sam rozklad, coraz
lepszy gdy n rosnie, a w przypadku M, rozkfad ,ptywa”. Ale to
zwykle nie przeszkadza.)
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Metoda maximéw blokowych

@ Dane dzielimy na m niezachodzacych na siebie blokéw, kazdy
o réwnej dtugosci n — na przyktad dane miesieczne czy roczne.

o Z kazdego bloku wybieramy wartos¢ najwieksza:
Mnlx Mn2v- . Mnm-

@ Na podstawie uzyskanych m niezaleznych obserwacji,
estymujemy parametry &, u i o rozktadu GEV, na przykfad
metoda najwiekszej wiarygodnosci.

S. Coles — 3.3.2, s. 55 8
Maximum Likelihood Estimation
(MLE, metoda najwiekszej wiary- =
godnosci) o

15
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Kwantyle ekstremalne

@ Po dopasowaniu GEV zwykle najbardziej interesujace jest
obliczenie stosownego kwantyla z, rzedu o = 1 — p, zwykle
dla matych wartosci p.
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Kwantyle ekstremalne

@ Po dopasowaniu GEV zwykle najbardziej interesujace jest
obliczenie stosownego kwantyla z, rzedu o = 1 — p, zwykle
dla matych wartosci p.

@ Odwrécenie dystrybuanty GEV daje wzér:

B ,u—%(l—(—lna)_g) dla #0
2=\ p—oln(=Iha) dla & =0.
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Kwantyle ekstremalne

@ Po dopasowaniu GEV zwykle najbardziej interesujace jest
obliczenie stosownego kwantyla z, rzedu o = 1 — p, zwykle
dla matych wartosci p.

@ Odwrécenie dystrybuanty GEV daje wzér:

B ,u—%(l—(—lna)_g) dla #0
2=\ p—oln(=Iha) dla & =0.

@ Interpretacja jest nastepujaca: na przyklad dla p = 5% w
kontekscie opadéw, wartos¢ odpowiedniego kwantyla zg50, to
taki poziom, ktéry bedzie przekraczany srednio co 20 lat.
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Estymacja ogona inaczej — Peaks Over Threshold (POT)

Metoda maximéw blokowych Metoda przekroczen progu
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Estymacja ogona inaczej — Peaks Over Threshold (POT)

Metoda maximéw blokowych Metoda przekroczen progu
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Dla zmiennej losowej X o dystrybuancie F i ustalonego progu
u > 0 definiujemy nadwyzke jako Y = X — u. Dystrybuanta
nadwyzki dana jest wzorem

Fuly)=P(X —u<y|X >u)
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Uogdlniony rozktad Pareto (GPD)

Twierdzenie udowodnione niezaleznie przez Balkema i de Haana
(1974) oraz Pickandsa (1975).
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Uogdlniony rozktad Pareto (GPD)

Twierdzenie udowodnione niezaleznie przez Balkema i de Haana
(1974) oraz Pickandsa (1975).

Twierdzenie
Dystrybuanty maximéw M,, = max(Xi, ..., X,) sa zbiezne do
dystrybuanty GEV z parametrem ksztattu £ wtedy i tylko wtedy, gdy

lim sup |Fu(x) — Gg,/e(u)(x)’ =0.

U—00

dla pewnej funkcji 3 zaleznej od u, gdzie G¢ g jest dystrybuanta
uogdlnionego rozkladu Pareto:

_ Ex\—¢
Ggﬂ(x):{ 1-(1+ %)) €
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Metoda POT — co z tym progiem?

@ Za niski prég moze dawa¢ za duzo danych pochodzacych nie z
ogona rozktadu, co zwiekszy obciazenia estymatordéw.
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Metoda POT — co z tym progiem?

@ Za niski prég moze dawa¢ za duzo danych pochodzacych nie z
ogona rozktadu, co zwiekszy obciazenia estymatordéw.

@ Wybdr zbyt duzego progu spowoduje, ze pozostanie nam za
mato danych i wptynie na wariancje.
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Metoda POT — co z tym progiem?

@ Za niski prég moze dawa¢ za duzo danych pochodzacych nie z
ogona rozktadu, co zwiekszy obciazenia estymatordéw.

@ Wybdr zbyt duzego progu spowoduje, ze pozostanie nam za
mato danych i wptynie na wariancje.

@ Wielu autoréw sugeruje taki wybor progu, aby liczba
pozostatych danych byta nie wieksza niz 10-15%. Czesto
wybierany jest prég tak aby liczba ta byta rzedu 5-10%.
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Metoda POT — co z tym progiem?

@ Za niski prég moze dawa¢ za duzo danych pochodzacych nie z
ogona rozktadu, co zwiekszy obciazenia estymatordéw.

@ Wybdr zbyt duzego progu spowoduje, ze pozostanie nam za
mato danych i wptynie na wariancje.

@ Wielu autoréw sugeruje taki wybor progu, aby liczba
pozostatych danych byta nie wieksza niz 10-15%. Czesto
wybierany jest prég tak aby liczba ta byta rzedu 5-10%.

Pomocny moze by¢ ciekawy fakt. Jesli przez e(u) oznaczy¢ wartosc
$rednia z przekroczen progu:

e(u) = E(X — u|X > u),
Y

to jesli dla pewnego u rozktad nadwyzek dobrze aproksymuje sie
GPD, to dla progéw v > u, e(v) jest linowa funkcja v.
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A dalej jest nieskonczonosc. . .

@ Mocno upraszczalismy! Co na przyklad w sytuacji, gdy
zatozenie o niezaleznosci jest trudne do utrzymania? Sa
dostepne uogdlnienia:

@ procesy stacjonarne
e pewne procesy niestacjonarne, model sezonowy
e procesy punktowe
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zatozenie o niezaleznosci jest trudne do utrzymania? Sa
dostepne uogdlnienia:

@ procesy stacjonarne
e pewne procesy niestacjonarne, model sezonowy
e procesy punktowe
@ Ekstrema wektoréw losowych — wiaczenie modelowania
wzajemnych zaleznosci. Takze koputy ekstremalne (ksiazka
QRM).
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QRM).

o Metody bayesowskie.

e Mato danych? Bootstrap? (To troche moja fantazja, ale chyba
widziatem gdzies$ juz takie prace.)
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@ https://en.wikipedia.org/wiki/Extreme_value_theory

e Coles S. An Introduction to Statistical Modeling of Extreme
Values. Springer, London 2001
Dobrze napisana, wywazone proporcje teorii i praktycznych
przyktadéw z roznych dziedzin.

o Alexander J. McNeil, Rudiger Frey, Paul Embrechts,
Quantitative Risk Management. Concepts, Techniques and
Tools. Princeton University Press 2005
Biblia w dziedzinie zarzadzania ryzykiem w finansach. Jest tam
rozdziat o EVT.

@ Embrechts P., Kliippelberg C. and Mikosch T. Modelling
extremal events for insurance and finance. Springer Berlin 1997
Teoretyczne, czyli s3 tam wszystkie dowody, chyba. ..

o Ciekawy artykut, ktéry zwrécit moja uwage:

Coles S., Pericchi L., Aniticipating Catastrophies Through
Extreme Value Modeling, Journal of the Royal Statistical
Society: Series C (Applied Statistics), Vol. 52.4 2003



