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Szybkie intro

X = (x1, . . . , xm)T ∈ Rm×n – macierz danych.

S ∈ Rm×m – macierz podobieństwa; sij = s(xi , xj), np.
sij = exp

(
‖xi − xj‖2/σ2), przy czym sij = 0 gdy

exp
(
‖xi − xj‖2/σ2) ¬ τ .

Podsumowaniem jest nieskierowany, ważony graf
Γ = (V ,E ,S), gdzie V = {v1, . . . , vm) = {1, . . . ,m},
{i , j} ∈ E gdy sij > 0.
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Skupienie – różne spojrzenia
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Rysunek: Spojrzenie „globalne”: skupienia to zwarte i dobrze separowalne
grupy obiektów vs spojrzenie „lokalne”: skupienie to zbiór wzajemnie
podobnych obiektów.
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Szybkie intro: kryteria rozcinania grafu

Niech cut(A,B) =
∑

i∈A
∑

j∈B sij . Wówczas

cut(C1, . . . ,Ck) =
k∑

j=1

cut(Cj ,C
c
j )

RCut(C1, . . . ,Ck) =
k∑

j=1

cut(Cj ,C
c
j )

|Cj |

NCut(C1, . . . ,Ck) =
k∑

j=1

cut(Cj ,C
c
j )

vol(Cj)

gdzie C c
j = V \Cj , vol(Cj) =

∑
i∈Cj

di
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Szybkie intro: Laplasjan kombinatoryczny

L = D − S , gdzie D = diag(Se) = diag(d1, . . . , dm).

L symetryczna i dodatnio pół-określona, tzn.
xTLx = 1

2

∑m
i ,j=1 sij(xi − xj)

2

L = UΛUT, Λ = diag(λ1, . . . , λm), U = (u1, . . . ,um), oraz
0 = λ1 ¬ λ2 ¬ · · · ¬ λm. u1 = ce⇒

∑
j uj2 = 0.

(Γ spójny) ⇒ λ2 > 0. Jeżeli Γ′ = (V ,E ′), E ′ ⊂ E to
λ2(Γ′) ¬ λ2(Γ)
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Przykład: Graf i jego laplasjan

S =


0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 0
0 1 0 0

 , d =


2
3
2
1



L = D−S =


2 −1 −1 0
−1 3 −1 −1
−1 −1 2 0

0 −1 0 1



S.T. Wierzchoń IPI PAN

Krótkie wprowadzenie do spektralnej analizy skupieńDuże zbiory danych



Szybkie intro Algorytm NJW Wady „klasycznego” grupowania spektralnego Szybkie grupowanie spektralne

Przykład: Porządek Fiedlera

(a) (b)

Rysunek: macierz L: (a) oryginalna, (b) po posortowaniu względem
wartości u2
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Szybkie intro: normalizowany Laplasjan

L = D−1/2LD−1/2 = I− D−1/2SD−1/2.

L symetryczna i dodatnio pół-określona, tzn.
xTLx = 1

2

∑m
i ,j=1 sij(xi/

√
di − xj/

√
dj)

2

L = UΛUT, Λ = diag(λ1, . . . , λm), U = (u1, . . . ,um), oraz
0 = λ1 ¬ λ2 ¬ · · · ¬ λm ¬ 2. u1 = D1/2e. λm = 2 w.t.w. Γ –
graf dwudzielny.
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Szybkie intro: więcej o RCut (1)

Niech H = (h1, . . . ,hk) będzie macierzą taką, że

hij =

{
1/
√
|Cj | vi ∈ Cj

0 wp.p.
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k

Mamy ‖hj‖ = hTj hj = 1, hTi hj = 0, i 6= j tzn. HTH = I.

hTj Lhj =
∑
α,β

sα,β(hαj − hβj)
2 =

cut(Cj ,C
c
j )

|Cj |
= (HTLH)jj

RCut(C1, . . . ,Ck) =
k∑

j=1

hTj Lhj =
k∑

j=1

(HTLH)jj = tr(HTLH)
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Szybkie intro: więcej o RCut (2)

min
(C1,...,Ck )∈Ck

tr(HTLH), gdzie H jak wyżej

Relaksacja:
min

H∈Rm×k

HTH=I

tr(HTLH)

Na mocy tw. Fan’a (1947), por. (Mirzal & Furukawa, 2010)

min
H∈Rn×k

HTH=I

tr(HTLH) =
k∑

j=1

λj jeżeli H = (u1, . . . ,uk)R

gdzie ui - wektor własny odpowiadający i-tej minimalnej w.w. λi
laplasjanu L, oraz R ∈ Ck×k – macierz unitarna.
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Szybkie intro: więcej o NCut (1)

Niech H = (h1, . . . ,hk) będzie macierzą taką, że

hij =

{
1/
√
vol(Cj) vi ∈ Cj

0 wp.p.
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k

Mamy hTj Dhj = 1, hTi hj = 0, i 6= j tzn. HTDH = I.

hTj Lhj =
∑
α,β

sα,β(hαj − hβj)
2 =

cut(Cj ,C
c
j )

vol(Cj)
= (HTLH)jj

NCut(C1, . . . ,Ck) =
k∑

j=1

hTj Lhj =
k∑

j=1

(HTLH)jj = tr(HTLH)
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Szybkie intro: więcej o Ncut (2)

Relaksacja zadania NCut przyjmuje postać

min
H∈Rn×k

HTDH=I

tr(HTLH)

Niech Q = D1/2H. Wówczas

min
Q∈Rn×k

QTQ=I

tr
[
QT(D−1/2LD−1/2)Q

]
= min

Q∈Rn×k

QTQ=I

tr
(
QTLQ

)

i można skorzystać z tw. Fan’a (1949), tzn. rozwiązaniem jest
Q = (u1, . . . ,uk)R, gdzie ui to i-ty wektor własny macierzy
L = D−1/2LD−1/2.
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Algorytm NJW (Ng, Jordan & Weiss, 2002) – skąd taki
pomysł?

Dane są 3 rozłączne grupy C1,C2,C3

S =

 S (1) 0 0
0 S (2) 0
0 0 S (3)

 ⇒ L =

 L(1) 0 0
0 L(2) 0
0 0 L(3)


Dominujące wektory własne

Y =

 y (1) 0 0
0 y (2) 0
0 0 y (3)

 , y (i) =
√
D(i)eCi

⇒ Z =

 eC1 0 0
0 eC2 0
0 0 eC3
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Algorytm NJW

WE: symetryczna macierz S taka, że sii = 0

1 wyznacz S = D−1/2SD−1/2,
D = diag(Se) = diag(d1, . . . , dm)

2 wyznacz Y = (y1, . . . , yk); yj – j-ty dominujący wektor
własny S

3 rzutuj wiersze macierzy Y na sferę jednostkową, tzn. utwórz
macierz Z = [zij ], i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k o elementach

zij = yi ,j/‖yi ·‖

4 wyznacz finalny podział danych reprezentowanych przez
macierz Z .
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Algorytm NJW - wyznaczanie finalnego podziału danych

Zastosuj:

1 algorytm k-średnich,

2 algorytm rotacji spektralnej (Huang, Nie, & Huang, 2013):
minQ,H ‖YQ − H‖F p.o. QTQ = I, H ∈ {0, 1}m×k ,

3 QR faktoryzację (Zha, He, Ding, Gu, & Simon, 2001),
(Freder, & van Barel, 2010), (Damle, Minden, & Ying)
[Q,R,P]=qr(YT); %QTQ = I, P – macierz permut.
u=inv(R(1:K,1:K))*R*P’;
[tmp,r1]=max(abs(uT),[],2);

Dla Z ∈ R2000×3: wariant (1) trwa 0.03737± 0.00958, a
randomizowany wariat (3): 10−4(4.8034± 5.0504) ≈ 0.001067
(średnie z 50 powtórzeń).
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Nowe podejścia do pokonywania złożoności

1 RanNLA – Randomized Numerical Linear Algebra (Drineas,
& Mahoney, 2016),(Mahoney, 2016): Randomizacja jako
narzędzie wspomagające konstrukcję algorytmów o małym
czasie wykonywania i lepszej stabilności. Jednym z głównych
chwytów jest sketching : zastąpienie dużej macierzy A
mniejszą, np. Â = AΩ, która reprezentuje istotne własności A.

2 Sparsity (wybór podzbioru obserwacji z X ): (Alzate, &
Suykens, 2011), (Federix, & van Barel, 2010), oraz

3 Compressed sensing, np. (Tremblay, Puy, Gribonval, &
Vandergheynst, 2016)
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Sygnały na grafach – literatura

1 A. Sandryhaila, J.M.F. Moura: Big data analysis with signal
processing on graphs

2 D. Shuman et al. The emerging field of signal processing on
graphs

3 D.K. Hammond eta al. Wavelets on graphs via spectral graph
theory

4 I. Pesenson: Sampling in Paley-Wiener spaces on
combinatorial graphs
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Sygnały i ich filtrowanie

Sygnał: s : V → R; s zastępujemy przez wektor s ∈ Rm.

Jeżeli h : [0, 2]→ R, to H = h(L) = Uh(Λ)UT – filtr grafowy,
przy czym h(Λ) = diag(h(λ1, . . . , h(λm)). H = HT.
ŝ = Hs = (sTH)T – przefiltrowany sygnał.

Jeżeli hλk (λ) = 1 gdy λ ¬ λk i hλk (λ) = 0 w p.p., to
Hλk = UkU

T
k , gdzie Uk = U(:, 1 : k) – filtr dolnoprzepustowy.

Przyjmując wielomianową aproksymację
h(ξ) ≈ ĥ(ξ) =

∑p
`=0 α`ξ

`. W tym przypadku

Hs ≈ H̃s =
p∑
`=0

α`L`s; L`s = L(L`−1s)

S.T. Wierzchoń IPI PAN
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Sygnały i ich filtrowanie

Filtr dolnoprzepustowy – aproksymacja

0 1 2

0

0.5

1

λ

h̃
(λ

)

0 1 2
0

0.5

1

λ

h̃
(λ

)
Rysunek: Aproksymacja Czebyszewa (lewy rys.) oraz
Czebyszewa-Jacksona (prawy). H̃s =

∑p
`=0 α`T`(L), gdzie T0(L) = s,

T1(L) = Ls− s, T`(L) = 2
(
LT`−1(L)− T`−1(L)

)
− T`−2(L), ` > 1.
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Szacowanie odległości w przestrzeni spektralnej

Szacowanie odległości w przestrzeni spektralnej

Niech Hλk = UkU
T
k , δi – i-ty wiersz macierzy I. Niech Rm×η

macierz o elementach rij ∼ N (0, 1/η). Wtedy

(HλkR)Tδi = (RTUk)(UTkδi ) = R ′fi

gdzie fi = (yi )T – transponowany i-ty wiersz macierzy Y = Uk

(krok 2 w NJW), a R ′ = RTUk ∈ Rη×m macierz o elementach
rij ∼ N (0, 1/η).
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Szacowanie odległości w przestrzeni spektralnej

Lemat Johnsona-Lindenstraussa(Achlioptas, 2003)

Lemma

Let P be an arbitrary set of m points in Rn represented as an
m× n matrix A. Given ε, β > 0 let η0(m, ε, β) = 4+2β

ε2/2−ε3/3 lnm. For
any η  η0 let R be a n × η random matrix with elements

rij ∼ N (0, 1/η), rij =

{
+1 p = 1/2
−1 p = 1/2

, rij =
√
θ


+1 p = 1/(2θ)
−1 p = 1/(2θ)

0 otherwise

Let g : Rn → Rη map i-th row of A to i-th row of E = AR/
√
η.

Then with prob. at least 1−m−β for all u, v ∈ P

(1− ε)‖u − v‖2 ¬ ‖g(u)− g(v)‖2 ¬ (1 + ε)‖u − v‖2

S.T. Wierzchoń IPI PAN
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Zastosowanie lematu J-L

Przyjmując g(fi ) = R ′fi = (HλkR)Tδi = f̃i mamy

d̃ij = ‖f̃i − f̃j‖ = ‖g(fi )− g(fj)‖

Stosując lemat J-L stwierdzamy, że dla dowolnych ε ∈ (0, 1] i
β > 0, jeżeli η  η0(m, ε, β) to z prawdopodobieństwem
przynajmniej 1−m−β mamy

(1− ε)dij ¬ d̃ij ¬ (1 + ε)dij

WAŻNE: Hλk można zastąpić jego aproksymacją H̃λk

S.T. Wierzchoń IPI PAN
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Szacowanie odległości w przestrzeni spektralnej

PROBLEM

JAK WYZNACZYĆ λk?

S.T. Wierzchoń IPI PAN
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Przybliżone wyznaczanie λk

Przybliżone wyznaczanie λk (1)

E. Di Napoli et al.: Efficient estimation of eigenvalue counts
in an interval, T. Li et al. Fast compressive spectral clustering.

Jeżeli A jest nieosobliwa i hermitowska, to A = UΛUT przy
czym liczba dodatnich wartości własnych (w.w.) A jest równa
liczbie dodatnich w.w. Λ (Sturm count). Liczba µ[a,b] w.w.
należących do przedziału [a, b] jest równa różnicy miedzy
liczbą dodatnich w.w. macierzy A− bI oraz A− aI.
Niech P =

∑
λ∈[a,b] uλu

T
λ (projektor spektralny).

µ[a,b] = tr(P) = 1
nv

∑nv
j=1 v

T
j Pvj ,

µ[a,b] ≈
∑nv

j=1
∑

i=0 αivTj Ti (L)vj .
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Przybliżone wyznaczanie λk

Przybliżone wyznaczanie λk (2)

λmin = 0, λmax = 2
while (counts =k)

λmid = (λmin + λmax)/2
jch = jackson cheby poly coeffs(0, λmid , 0, 2, order)
wyznacz counts = µ[0,λmid ]

if counts > k, λmax = λmid , else λmin = λmid ;

λk = (λmin + λmax)/2
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Przybliżone wyznaczanie λk

Przybliżone wyznaczanie λk (Przykład – sieć karate)

Rysunek: Rzeczywiste (niebieski) i przybliżone (czerwony) w.w.
S.T. Wierzchoń IPI PAN
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Compressive spectral clustering

Compressive spectral clustering (Tremblay et al., 2016

WE: laplasjan L, liczba skupień k , parametry: η = 4 logm,
p = 50

Wyznacz przybliżoną wartość λ̃k
Wyznacz aproksymacje h̃λ̃k oraz H̃λ̃k

Filtruj losową macierz R, F = (H̃λ̃kR).

Wyznacz wektory cech f̃i = (F Tδi )/‖F Tδi‖
zastosuj algorytm k-średnich do zbioru {f̃1, . . . , f̃m}.

S.T. Wierzchoń IPI PAN
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Compressive spectral clustering

Dziękuję za uwagę
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